Пример 7.
Недостаточность
условий оптимальности в задаче
с изопериметрическим ограничением

Рассматривается задача оптимального управления для системы с закрепленным конечным состоянием при наличии изопериметрических ограничений. Хотя такой характер ограничений не позволяет надеяться на выпуклость множества допустимых управлений, можно показать, что задача имеет решение. Для получения необходимых условий оптимальности используется метод множителей Лагранжа. Соответствующие условия оптимальности в форме принципа максимума сводятся, в конце концов, к достаточно простой краевой задаче для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка. Показывается, что эта задача имеет бесконечное множество решений, из которых только два могут быть оптимальными. 

7.1. Постановка задачи

Дана система, описываемая задачей Коши 
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества U функций, которые обеспечивают перевод системы в нулевое конечное состояние, т.е. гарантирует выполнение равенства

                                               х(1) = 0 ,                                       (7.2)

при дополнительном условии
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Критерий оптимальности определяется по формуле
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 7. Найти управление u(U, которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Специфической особенностью данной задачи, отличающей ее от всех предыдущих, является наличие ограничения (7.3), которое в теории экстремума называется изопериметрическим.

Замечание 7.1. Может создаться впечатление, что минимум функционала тривиален и равен нулю, причем достигается он на единственном управлении, тождественно равным нулю. Действительно, соответствующее состояние системы, определяемое из задачи (7.1), также является нулевым, а значит, удовлетворяет и граничному условию (7.2). Однако при этом будет нарушено изопериметрическое условие (7.3). Следовательно, нулевое управление заведомо не является допустимым, а значит, никак не может быть решением задачи 7. Таким образом, несмотря на столь простой вид функционала, задача эта далеко не тривиальна, что объясняется значительной сложностью структуры множества допустимых управлений, определяемого соотношениями (7.2) и особенно (7.3). 

7.2. Существование оптимального управления

Поставленная оптимизационная задача существенно отличается от всех предыдущих в виду необычной структуры множества допустимых управлений. В этой связи существование ее решения далеко не очевидно. Поэтому наши исследования начнем с доказательства ее разрешимости. При этом нам заведомо не удастся воспользоваться приведенными ранее теоремами существования решения экстремальной задачи, поскольку мы не имеем никакой возможности установить выпуклость множества U. 

Замечание 7.2. Более того, у нас даже нет оснований надеяться на то, что указанное множество вообще является выпуклым. Однако, как мы скоро убедимся, это печальное обстоятельство не станет непреодолимым препятствием при доказательстве существования оптимального управления. 
Определим функциональные пространства, которые позволяют записать постановку задачи в более краткой форме. Пространством L4(0,1) называется множество функций  x = x(t) , интегрируемых (в смысле Лебега) с четвертой степенью на интервале (0,1) , т.е. удовлетворяющих условию
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Пространством Соболева 
[image: image5.wmf])
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 называется множество функций 
x = x(t) , равных нулю в точках  t = 0  и  t = 1  и интегрируемых с квадратом вместе со своей первой (обобщенной) производной на интервале (0,1), т.е. удовлетворяющих неравенствам является
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Пространство L4(0,1) является банаховым с нормой 
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а пространство 
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 – гильбертовым с нормой
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Последовательность {xk} является слабо сходящейся к некоторому элементу х в пространстве 
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Введем пространство  Х =
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и функционал

I  =  I(x)  =  || x || 2 .

Тогда мы имеем задачу минимизации функционала I на подмножестве V пространства Х. В этой формулировке доказательство существования решения задачи 7 может быть проведено значительно проще.

Поскольку функционал I ограничен снизу (неотрицателен), существует его нижняя грань на множестве V. Это означает, что найдется такая последовательность {xk} (минимизирующая последовательность), что выполняются следующие условия:
                     xk (U , k = 1,2,… ;  I(xk) ( inf I(V) .              (7.4)                     

Для доказательства ограниченности минимизирующей последовательности воспользуемся свойством коэрцитивности функционала. Если последовательность {xk} оказывается не ограниченной, т.е. при 
k ( (  имеем  || xk || ( ( , то из определения минимизируемого функционала следовало бы, что  I(xk) ( ( , что противоречит утверждению о том, что последовательность {xk} является минимизирующей. Таким образом, данная последовательность ограничена. Пользуясь теоремой Банаха – Алаоглу, выделим из нее такую подпоследовательность, которую (для простоты) будем также обозначать {xk} , что имеет место сходимость  xk ( х  слабо в 
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В теории пространств Соболева известна теорема Реллиха – Кондрашова, согласно которой при  xk ( х  слабо в 
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 имеет место сходимость  xk ( х  сильно в  L2(0,1) . 

Замечание 7.3. Пространство Соболева 
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 существенно уже, чем L2(0,1) (в его определении фигурируют производная, а не только сама функция), т.е. его объекты обладают, вообще говоря, более сильными свойствами. Соответственно, и топология пространства 
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 является более сильной по сравнению с топологией  L2(0,1) . Теорема Реллиха – Кондрашова говорит о том, что из слабой сходимости (сходимости в смысле слабой топологии) в более узком (сильном) пространстве Соболева можно вывести сильную сходимость, но в более широком (слабом) пространстве L2(0,1) .

В теории интегрирования известно, что при xk ( х сильно в  L2(0,1)  из данной последовательности можно извлечь такую подпоследовательность (с сохранением для последней исходного обозначения), что имеет место сходимость  xk(t) ( х(t)  почти для всех t((0,1) , т.е. всюду за исключением, быть может, множества точек нулевой меры. Отсюда следует, что |xk(t)|4 ( |х(t)|4  почти для всех t((0,1) , а значит
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Из условий (7.1) следует равенство 
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Переходя в нем к пределу, установим, что
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Таким образом, справедливо включение  х(V.

Функционал I (квадрат нормы гильбертова пространства) является выпуклым и непрерывным, а значит, слабо полунепрерывным снизу. Тогда из условия  xk ( х  слабо в 
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Согласно условиям (7.4) правая часть последнего неравенства есть 
inf I(V) . Таким образом, на множестве V нашелся такой элемент х, который удовлетворяет неравенству 
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Это соотношение может выполняться лишь в форме равенства (не может существовать элемент множества со значением, меньшем, чем нижняя грань этого множества). В результате приходим к выводу, что выполняются следующие соотношения:

х(V ,  
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Отсюда следует, что элемент х является точкой минимума функционала I на множестве V, т.е. рассматриваемая задача имеет решение.

Вывод 7.1. Задача 7 имеет решение.

Вывод 7.2. Отсутствие выпуклости множества допустимых управлении не является непреодолимым препятствием при исследовании задач оптимального управления.

7.3. Необходимое условие экстремума.

Как и при доказательстве существования оптимального управления, на стадии вывода необходимых условий экстремума возникают дополнительные трудности в связи с наличием изопериметрического условия, вследствие которого множество допустимых управлений обладает достаточно сложной структурой. Возникшие осложнения преодолеваются с помощью метода множителей Лагранжа. Вводится вспомогательный функционал
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где

H(u,x,p,)  =  u p – u2/2 – (x4 –1) .

Очевидно, в том случае, когда функции u и х удовлетворяют соотношениям (7.1) – (7.3), функционалы I и L совпадают.

Предположим, что функция u является оптимальным управлением, т.е. справедливо неравенство 

(I  =  I(v,y) – I(u,x) ( 0  (v ,                         
где v – произвольное допустимое управление, а х и у – решения задачи (7.1) на управлениях u и v соответственно. Учитывая совпадение функционалов I и L, приведем последнее неравенство к следующему виду
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Преобразуя последние два интеграла естественным образом, будем иметь
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где ( есть величина более высокого порядка, чем приращение  
(х = у – х .

Определив сопряженное уравнение
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приходим к соотношению
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Отсюда по стандартной схеме выводится принцип максимума

                         H(u,x,p,)  =  max H(v,x,p,) .                               (7.6)
Вывод 7.3. Для того чтобы управление  u  было решением задачи 7 необходимо, чтобы оно удовлетворяло условию максимума (7.6).

Вывод 7.4. Условия оптимальности в форме принципа максимума могут быть установлены и в том случае, когда на систему наложены изопериметрические ограничения. 

Итак, для нахождения трех неизвестных функций u, х, р и числа  мы имеем систему включающую два дифференциальных уравнения первого порядка с двумя краевыми условиями (7.1), (7.2), (7.5), задачу на безусловный экстремум (7.6) и равенство (7.3).

7.4. Преобразование условий оптимальности.

Обратив в нуль производную от функции Н приходим к равенству  u = р , позволяющему исключить управление из системы условий оптимальности. Тогда, дифференцируя уравнение состояния (7.1), будем иметь 
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в силу уравнения (7.5). Умножая полученное выражение на функцию х и интегрируя результат, установим соотношение
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Учитывая изопериметрическое условие (7.3), приводим последнее равенство к виду
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Подставляя это значение в условие (7.7), приходим к равенству
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Итак, оптимальное состояние системы удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению (7.8) с однородными граничными условиями

                                     х(0) = 0 ,  х(1) = 0 .                              (7.9)

Для упрощения полученных соотношений определим функцию

                               y(t)  =  || x || x(t) ,  t((0,1) .                        (7.10)
Справедливо равенство
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Таким образом, функция  у  удовлетворяет нелинейному обыкновенному дифференциальному уравнению
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с граничными условиями

                                    у(0) = 0 ,  у(1) = 0  .                          (7.12)       
Предположим, что каким-то образом найдено решение у задачи (7.11), (7.12). Из условия (7.10) следует равенство

|| y ||  =  || x || 2 .

В результате находим 

х(t)  =  || x || -1 у(t)  =  || у || -1/2 у(t) .

Таким образом, имея решение задачи (7.11), (7.12), можно определить решение уравнения Эйлера для исследуемой вариационной задачи по формуле

                 х(t)  =  || x || -1 у(t)  =  || у || -1/2 у(t) ,  t((0,1) .          (7.13)                      
Вывод 7.5. Задача 7 сводится к краевой задаче (7.11), (7.12).
Замечание 7.5. Найдя решение задачи (7.11), (7.12), можно определить состояние исходной системы по формуле (7.13), дифференцируя которое можно получить соответствующее управление согласно уравнению (7.1).  
7.5. Анализ краевой задачи.

Рассмотрим нелинейную краевую задачу (7.11), (7.12), которая сама по себе представляет собой чрезвычайно интересный объект исследования. Очевидно, функция, тождественно равная нулю, будет ее решением. В то же время, если функция х является оптимальным состоянием в задаче 7 (ее существование доказано ранее), то в силу изопериметрического условия она отлична от нуля и удовлетворяет соотношению (7.8) – необходимому условию экстремума. Тогда определяемая по формуле (7.10) функция у также будет отлична от нуля и будет решением краевой задачи (7.11), (7.12). 

Вывод 7.6. Краевая задача (7.5), (7.6) имеет не единственное решение: наряду с тривиальным существует еще решение, отличное от нуля и связанное с решением задачи 7.

 Итак, нулевое решение условий экстремума (7.8) не может быть решением вариационной задачи, поскольку оно не удовлетворяет изопериметрическому условию. Таким образом, множество решений необходимого условия экстремума в данном случае шире, чем множество решений исходной задачи. 

Вывод 7.7. Необходимое условие экстремума для рассматриваемой задачи не является достаточным.

Возникает естественный вопрос: не исчерпывается ли множество решений краевой задачи (7.11), (7.12) двумя элементами? Если бы это оказалось так, то исследуемая вариационная задача имела бы единственное решение. Однако, очевидно, что в том случае, когда, функция х является решением данной вариационной задачи, функция -х удовлетворяет изопериметрическому условию, причем значение функционала I в точках х и -х совпадают. Поскольку решение задачи заведомо отлично от нуля (в силу изопериметрического условия) мы приходим к следующему заключению:

Вывод 7.8. Решение изопериметрической задачи не единственно: если х есть решение задачи, то -х также будет ее решением.

Отметим, что решения уравнений (7.8) и (7.11) также инвариантны относительно смены знака: если некая функция является решением указанных уравнений с однородными граничными условиями первого рода, то, сменив знак, мы получаем новое (в нетривиальном случае) решение тех же задач.

Вывод 7.9. Краевая задача (7.11), (7.12) имеет как минимум три решения: одно из них тривиально, а два других соответствуют решениям вариационной задачи.

Естественно, мы пока еще не знаем, существует ли другие решения рассматриваемых задач. Однако способ доказательства существования последнего решения (второго для вариационной задачи и третьего – для краевой задачи) подсказывает направление дальнейшего исследования. Возможно, нам удастся найти такое преобразование, которое переводит одно решение задачи в другое. 
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Рис. 21. Возможные симметричные решения задачи (7.11), (7.12).

Непосредственной проверкой убеждаемся, что в том случае, когда функция у является решением краевой задачи (7.11), (7.12), то функции

                     z1(t) = y(1 – t) ,  z2(t) = -y(1 – t) ,  t((0,1)             (7.14)
также будут решениями той же задачи. Здесь возможны два варианта: либо функция у удовлетворяет одному из условий симметричности относительно середины временного интервала (см. рис. 21)  

                               у(t)  =  y(1 – t) ,  t((0,1) ,                         (7.15)
                          у(t)  =  -y(1 – t) ,  t((0,1) ,                             (7.16)
и тогда равенства (7.14) не дают новых решений; либо решение не является симметричным и тогда мы получаем новые решения краевой задачи.
Если нетривиальное решение задачи (7.11), (7.12) не удовлетворяет условиям симметричности (7.15) или (7.16), то эта задача имеет, по крайней мере, пять решений, причем четыре нетривиальных решения определяют решения и вариационной задачи. 

Обозначим через Y множество нетривиальных решений краевой задачи. Как мы уже знаем, на нем определены три преобразования, осуществляющие переход от одних элементов множества Y к другим (см. рис. 22): 

А1 y(t) = -y(t) ,  А2 y(t) =  y(1 – t) ,  А3 y(t) =  -y(1 – t) ,  t((0,1) .

Можно упомянуть также и тождественное преобразование на Y, которое обозначим через А0 . 
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Рис. 22. Возможные несимметричные решения задачи (7.11), (7.12).

Очевидно, композиция преобразований, действующих на множестве Y, также оказывается преобразованием множества Y в себя. В этой связи можно было бы ожидать, что, выполняя композицию указанных преобразований, мы сможем найти новые решения задачи. Однако нетрудно убедиться, что композиция не выводит за класс М указанных преобразований, т.е. является операцией (более точно, групповой операцией) на этом множестве (см. рис. 23).
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Рис. 23. Композиция элементов группы М.

Итак, краевая задача (7.11), (7.12) имеет, по меньшей мере, три решения (в случае симметричности нетривиального решения), а возможно, даже пять решений (при отсутствии симметричности). Однако не исключено, что задача имеет и другие решения.

Рассмотрим краевую задачу типа (7.11), (7.12) на произвольном интервале, которая характеризуется уравнением
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                       (7.17)                                         

с граничными условиями

                                        z(0) = 0 ,  z(а) = 0 ,                           (7.18)                                 

где а – некоторое положительное число. Предположим, что функция у является решением задачи (7.11), (7.12). Определим функцию 

                             z = z(t)  =  a -1 у(t/а) ,  t((0, а) .                  (7.19)
Справедливо соотношение
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Таким образом, мы получаем решение задачи (7.17), (7.18). 

Замечание 7.5. Мы убеждаемся в том, что каждому значению параметра а преобразование (7.19) ставит в соответствие новое решение уравнения (7.11), удовлетворяющее также первому из граничных условий (7.12). Однако необходимость обеспечения второго краевого условия существенным образом ограничивает выбор допустимых указанного параметра. 

Обозначим через у1 ненулевое решение задачи (7.11), (7.12), существование которого нами доказано. Тогда функция  

z2 = z2(t)  =  2 у1(2t) ,  t((0,1)

будет решением задачи (7.17), (7.18) при  а = 1/2 . 
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Рис. 24. Решения задачи (7.11), (7.12).

Определим функцию (см. рис. 24)  
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Очевидно, для нее выполняются граничное условие (7.12). На интервале (0,1/2) она удовлетворяет уравнению (7.11), поскольку является  
z = z2(t)  решением уравнения 
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при  0<t<1/2 . В то же время функция  z = -z2(1–t)  будет решением того же уравнения при  1/2<t<1 . Отметим, что определенная выше функция у2  в точке  t = 1/2  является непрерывно дифференцируемой (если, конечно, таковой является функция у1) по построению. Учитывая, что согласно уравнению (7.11) ее вторая производная равна кубу функции, взятому с противоположным знаком, заключаем, что у2 в точке склеивания  t = 1/2  будет дважды непрерывно дифференцируемой. В результате установим, функция у2 оказывается решением задачи (7.11), (7.12), отличным от всех предыдущих. Еще одним решением будет функция, отличающаяся от у2 знаком. Если же функция у1 не удовлетворяет условиям симметричности (7.15) или (7.16), то с помощью определенных ранее преобразований А2 и А3 можно найти еще два новых решения краевой задачи.

Теперь у нас есть алгоритм построения новых решений исследуемой краевой задачи. Очевидно, функция  

z3 = z3(t)  =  3 у1(3t) ,  t((0,1)

будет решением задачи (7.17), (7.18) при  а = 1/3 . Тогда функция (см. рис. 24)  
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также будет решением рассматриваемой краевой задачи.

В общем случае для любого натурального числа k функция 
zk = zk (t)  =  k у1(kt) ,  t((0,1)

будет решением задачи (7.17), (7.18) при  а = 1/k . Повторяя приведенные выше рассуждения, установим, что функция 
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также будет решением задачи (7.17), (7.18). Еще одно или три решения можно получить, действуя на полученную функцию указанными выше преобразованиями.

Замечание 7.6. Как уже отмечалось, для построения решений уравнения (7.11) можно выбирать любое значение параметра а. Однако выполнение второго граничного условия (7.12) удается добиться лишь при  а = 1/k , где 
k = 1,2,… .
Вывод 7.10. Краевая задача (7.11), (7.12) имеет бесконечное множество решений.
Замечание 7.7. Мы уже сталкивались в предшествующих примерах с ситуацией, когда краевая задача для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка имеет бесконечное множество решений. Однако не может не вызывать удивление тот факт, что подобная ситуация реализуется для нелинейности столь простого вида.

Замечание 7.8. В последующем примере мы рассмотрим краевую задачу, достаточно близкую к (7.11), (7.12), число решений которой зависит от параметра, входящего в постановку задачи.

Замечание 7.9. Строго говоря, у нас нет полной уверенности в том, что не существует еще каких-либо преобразований, определяющих новые решения задачи.

7.6. Нелинейное уравнение теплопроводности 
с бесконечным числом положений равновесия.

Полученные результаты позволяют установить также удивительные свойства одного нелинейного уравнения параболического типа, связанного с уравнением (7.11). Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности
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с граничными условиями

                                    v(0,) = 0 ,  v(1,) = 0  ,  > 0               (7.20)
и начальным условием
                              v(,0) = v0()  ,  ((0,1) .                    (7.21)

Требуется установить поведение данной системы при неограниченном возрастании параметра .

Очевидно, если при  ( (  имеет место сходимость  v(,) ( у() , то функция у, называемая положением равновесия рассматриваемой системы, будет решением дифференциального уравнения 
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с краевыми условиями

у(0) = 0 ,  у(1) = 0 . 

Таким образом, положение равновесия для исследуемого уравнения оказывается решением краевой задачи (7.11), (7.12). Тогда на основе проведенного выше анализа можно прийти к следующему заключению:

Вывод 7.11. Система (7.19) – (7.22) имеет бесконечное множество положений равновесия. 
Реализация того или иного положения равновесия обусловлена выбором конкретного значения начального состояния системы  v0 .
Замечание 7.10. То обстоятельство, что уравнение теплопроводности со столь простой нелинейностью имеет бесконечное число положений равновесия, также не может не вызывать удивления. Ранее мы наблюдали подобную картину лишь в случае нелинейности экзотического вида.

Замечание 7.11. Систему (7.19) – (7.22) можно использовать для практического нахождения нетривиальных решений соответствующей стационарной задачи.

7.7. Завершение исследования вариационной задачи.

Теперь можно вернуться к исследованию исходной вариационной задачи. Прежде всего, в соответствии с формулой (7.13) по известному решению yk задачи (7.11), (7.12) найдем решение 

хk(t)  =  || уk || -1/2 уk (t) ,  t((0,1)                           
интегро-дифференциального уравнения (7.8) с однородными граничными условиями. Как уже отмечалось ранее, любое ненулевое решение этой задачи принадлежит множеству V. Оценим значение функционала
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Учитывая определение функции yk (см. рис. 24), находим интеграл
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Из соотношения

yk(t)  =  k y1(kt) ,  0 < t < 1/k . 

следует

[image: image49.wmf].
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В результате получаем формулу
I(xk)  =  k2 || y1 || ,  k = 1, 2, … .

Итак, среди всех найденных ранее решений необходимых условий экстремума значение у1 (и получающееся из него функции в результате действия преобразований Аi) соответствует наименьшему значению минимизируемому функционалу. Для нахождения оптимального состояния системы теперь следует воспользоваться формулой (7.13). Дифференцируя получаемую функцию, в соответствии с уравнением (7.1) находим оптимальное управление.

Замечание 7.12. Естественно, саму функцию у1 мы так и не нашли, а лишь доказали ее существование с соответствующим набором свойств. Для окончательного решения задачи необходимо практическое решение задачи (7.11), (7.12). В силу нелинейности уравнения для этого понадобится какой-либо приближенный метод решения краевых задач для дифференциальных уравнений. Однако в виду существенной неоднозначности решения непосредственный поиск функции у1 может быть связан со значительными трудностями. 

Замечание 7.13. Мы не знаем, удовлетворяет ли функция у1 условиям симметричности (7.15) или (7.16), а значит, будет ли исследуемая вариационная задача иметь два или четыре решения. На этот вопрос ответить, по-видимому, удастся лишь после практического нахождения функции  у1 . 

Замечание 7.14. Строго говоря, у нас даже нет уверенности в том, что мы отыскали все решения краевой задачи (7.11), (7.12), а значит, и необходимого условия экстремума (7.8). Таким образом, не исключено, что существует различные наборы функций у1 , являющихся решениями рассматриваемой задачи и не связанных между собой указанными преобразованиями. Если существует хотя бы еще одна функция, то указанным выше способом можно определить еще один бесконечный набор решений имеющейся краевой задачи.

7.8. Окончательные итоги.

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. Существование оптимального управления может быть доказано и в отсутствии выпуклости множества допустимых управлений.

2. Принцип максимума может быть установлен и для оптимизационных задач с изопериметрическими ограничениями.

3. Краевая задача с чрезвычайно простой нелинейностью может иметь бесконечное число решений.

4. Уравнение теплопроводности с достаточно простой нелинейностью может иметь бесконечное число положений равновесия.

5. В условиях неоднозначной разрешимости задачи, можно найти преобразования, позволяющие строить новые решения задачи исходя из уже имеющихся.
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